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Corrigé 1 )
exercice 1

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O, u, v ) Dans ce qui suit, z désigne un
nombre complexe.

Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer sur la copie si elle est vraie ou si elle est fausse. Justifier.

1. Affirmation 1: L'équation z—i=i(z+ 1) a pour solution V2el7.

Réponse :

z—i=i(z+1) e z—-iz=1i+i

< z(1-i)=i+i

2= Z\/Eei% =2¢l2
o> Z = \/Zei(%+%)
> 7= \/Eei(g%)

Ona v2e®1) £ v2¢l% caril s’agit de deux formes exponentielles distinctes.

Laffirmation 1 est donc fausse.

T T i
2. Affirmation 2: Pour tout réel x € ] ) ; > [, le nombre complexe 1+e** admet pour forme exponentielle

2cosxe ™.

Réponse :

) T 7
Pour tout réel x € ] - =
2 2

)
1+ e21x — elx (e—lx + elx)
On a utilisé la relation e x e™* = [e™| =1

1+ %™ = e¥ (cos(—x) +isin(—x) + cos(x) +isin(x))
1 +e?™* = e* (cos(x) —isin(x) + cos(x) +isin(x))

1+e?* =2cos(x)e™

A 2 cos xe™* est une forme exponentielle si 2cosx > 0.
. . T T
Ceciest vrai car x € ] ~3 ; ) [

Néanmoins, on n'a pas 2cosxe ™ mais 2cos(x)e", ces deux expressions sont différentes,

i L, L s o 1
pour la valeur 3 par exemple car e '3 # e'3 (a vérifier sur les formes algébriques)

’ Laffirmation 2 est donc fausse \

3. Affirmation 3 : Un point M d’affixe z tel que |z —i| = |z + 1| appartient a la droite d’équation y = —x.
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Réponse :
Notons A le point d’affixe i et et B le point d’affixe —1.
Notons I 'ensemble des points M d’affixe z tel que |z—i| = |z +1|.

M appartient a I' si et seulement si | z—z4| = |z— zg|. M appartient a T si et seulement si
MA=MB.

I' est donc la médiatrice du segment [AB].
I’ médiatrice du segment [AB] est la perpendiculaire a [AB] en son milieu 1.
Un vecteur normal a la droite T est AB d’affixe zg—2za =—1—idonc de coordonnées (—1; —1).

Une équation de I" est donc de la forme —x—y+c=0

ZA+ ZB _ —1+i
2

On en déduit que —(-0,5)-0,5+c=0< c=0.

Une équationdeI'estdonc —x—-y=0< y=—x.

Le milieu I de [AB] a pour affixe donc pour coordonnées (-0,5; 0,5).

’ Laffirmation 3 est donc vraie \

4. On consideére le nombre complexe z = 1 +iV/3.
a. Affirmation 4 : Le nombre complexe z> est un réel positif.
Réponse :
1 3 o
z= 1+i\/§:2(—+i£) =2¢el3
2 2
1 V3 )

On en déduit que z° = 2213 = 4 (—5 + i?

Laffirmation 4 est donc fausse \

b. Affirmation 5 : Largument du nombre complexe z* *'¥ vaut 0 modulo 27.
Réponse :
2019 27
arg (2 *'%) = 2019arg (2) = 2019 x —- = 13467 = 2 x 673.

2019

On en déduit que 'argument du nombre complexe z vaut 0 modulo 27.

’ Laffirmation 5 est donc vraie ‘

Corrigé 2 ) '
exercice 5, correction de '’AMEP
20 = 100
Soit la suite de nombres complexes (z,) définie par i . .
Zpny1 = §Zn pour tout entier naturel 7.

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )
Pour tout entier naturel n, on note M, le point d’affixe z;,.

1. Pour tout entier naturel n, les points M,, et M,,» ont pour affixes z, et z;2.

i ifi i? 1
Zpn+2 = §Zn+1 = g §Zn = §zn = _§Zn

—_— R — ]_ B ——
Le vecteur OM,,;» a pour affixe z,., et le vecteur OM,, a pour affixe z;; or z,,4+2 = —§zn doncOM,,» =

1——s
—§OMn . Les vecteurs OM,,;» et OM,, sont colinéaires donc les points O, M,, et M,,,» sont alignés quel
que soit n.
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2. On rappelle qu'un disque de centre A et de rayon r, ol r est un nombre réel positif, est 'ensemble des
points M du plan tels que AM < r.
Le point M,, appartient au disque de centre O et de rayon 1 si et seulement si OM,, < 1. On sait que
OM,, =|zyl.
Soit (d,) la suite définie pour tout n par d, = |z,|.

i

—Z
3n

i 1 1
= H X |zy| = glznl; donc, dy41 = gdn-

. i
Pour tout entier naturel n, on a z,,.1 = §Z” donc |z;41] = 3

De plus, dy = |zp| = 100.
1
La suite (d,) est définie par dy = 100 et dj,+1 = gdn, pour tout entier naturel n.

1
Donc la suite (d,) est une suite géométrique de premier terme dy = 100 et de raison g = 3

* —1< g <1donclasuite (d,) est convergente et a pour limite 0.
D’apres la définition de la limite d'une suite, on peut déduire que I'intervalle [0; 1] contient tous
les termes de la suite a partir d'un certain rang, ce qui répond a la question.

* On peut également déterminer le rang n a partir duquel tous les points sont situés dans le disque
(mais ce n'était pas explicitement demandé).

On cherche n tel que d;, < 1. La suite (d,) est géométrique de premier terme dy = 100 et de raison
1 n
q= 3 donc, pour tout n, d,, = dy x g" donc d,, = 100 (g) .
On résout I'inéquation :
1\" 1
d,<1 < 100 3 <] < 3
In(0,01)

In(3)
In(0,01) . . . R .
r ———— = 4,2 donc les points M,, appartiennent au disque de centre O et de rayon 1 a partir de

In(3)
n=>.

Exercice 8, Centres-Etrangers juin 2014

On définit, pour tout entier naturel n, les nombres complexes z; par :

n 1\" 1
<0,01 &= ln((g) )<ln(0,01) — nxln(g) <In(0,01)

— n>

20 = 16
1+i .
Zp+1 = Tzn, pour tout entier naturel n.

On note r, le module du nombre complexe z,, : 1, = |z,].
Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct d’origine O, on considere les points A,, d’affixes z,,.

1+i 1+i .
1. a. leTZ(): x 16 =8 +8i.
1+i 1+i ) . .
Zzszlz T B8+8i1))=4+4i+41—4 =8i.
1+i f1+i . .
Z3=—2=8i|— | =41-4=—-4+41.
2 2

b. Voir I'annexe.
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2.

3.

o 1+ , 1 1 2 2
c. Siz=——alors|z|*=—-+—-=—-,donc|z|]=—.
2 4 4 2

4
Doncz:7 —+i—|=

T, .7
— (cos— +1s1n—).
2 2 2 4 4
1+i /4
Un argument de - est donc T

d. OAy=Ilz9l =19 =16;
OA; =1lz1l=711= V8 +82=V64x2=8V2;
AgA1 = |21 — zol = |8+ 8i— 16| = |-8 + 8i| = 8V/2.
On adonc OA; = ApA; : le triangle est isocele en Ay ;
D’autre part (8\/5)2 + (8\/5)2 =16 < AOA% + OA% = OA% signifie (réciproque du théoréme de
Pythagore) que le triangle OApA; est rectangle en A;.

1+i 1+i
Zpn

2

2
Tnel =12n+1l = x |z,| (le module du produit est égal au produit des modules) = %rn.

V2 2
Tnel = > r, montre que la suite (r,) est géométrique, de raison >

n n
2 2
On sait que r, 1o (g) =16 (%) .

2 , , 2\" .
Comme 0 < — < 1,onsaitque lim [—| =0,donc lim r,=0.
2 n—+oo| 2 n—+oo

La suite converge vers 0.

Comme r;, = |z,| = OA,, ceci signifie géométriquement que la limite des points A, est le point O.

a. Quel que soit le naturel n :

ApAn+1=lzpe1—znl = ‘l_ﬂzn_zn =1|<n (E_ 1) = Zn(_1+i) = ‘_1+i x|zp| = an =Tn+1.
2 2 2 2 2
b. L, est doncla somme des n (sauf ry) premiers termes de la suite géométrique (ry,).
- ()
Donc L, = 8\/51_—Q

2

. . " , 8v2 16V2  16V2 16 16(v2+1)
c. Onsaitque lim |—| =0,donc lim L, = = = = = =
ool 2 nmreo T _¥Zo2-v2 V2(v2-1) v2-1 0 2-]
16(v2+1).
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