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Recherche d'une courbe vérifiant une propriété

On veut résoudre le probléme géométrique suivant :

« Existe-t-il une courbe représentative ‘¢ d'une fonction f dérivable sur 10 ; +o< telle que, pour
tout point M de cette courbe €, son projeté orthogonal H sur |'axe des abscisses soit le milieu
de [OK], ou K est le point d'intersection de la tangente a ‘€ en M avec |'axe des abscisses ? »

Soit fune telle fonction, € sa courbe représentative et M un point quelconque de € d'abscisse a.
o Expliquer pourquoi on doit avoir f'(a) # 0.

0 a. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe ‘€ au point M.
(@)
f'la)
o Montrer que la fonction fdoit vérifier la relation suivante :
af'(a)+ f(a)= 0 pour tout réel a tel que f'(a) # 0.
Cette équation, dans laquelle I'inconnue est la fonction f, est appelée équation différentielle.

b. Montrer que le point K a pour abscisse a -

o a. Calculer la dérivée de la fonction g définie sur]0 ; +2o[ par g (x) = xf(x).
b. En déduire g (a), puis f(a) pour tout réel a strictement positif.
. Répondre a la question posée au départ.
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j Capacité 1 Vérifier qu'une fonction est solution d’'une équation différentielle
On considére I'équation différentielle (£) définie pour une fonction y dérivable sur R par :

(E): y'-2y=x-1
x 1
1. Vérifier que la fonction f définie surR par f(x) = —% + ry est solution de I'équation E.
2. a. Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = e** est solution de I'équation différentielle
(E,) définie pour une fonction y dérivable sur R par y' =2y = 0.

L'équation (Ep) est lI'équation homogéne ou équation avec second membre nul associée al'équa-
tion (E).

b. Déterminer une autre solution de I'équation différentielle homogeéne (Ep).

¢. Déterminer la solution de I'équation différentielle homogene (Ep) telle que y(0) = 3.

3. a. Démontrer que la fonction i = f + g est solution de I'équation différentielle (E).

b. Déterminer une autre solution de I'équation différentielle (E).
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ﬁ Capacité 2 Vérifier qu'une fonction est solution d’une équation différentielle = capa-
cité1 p. 297

1. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x°.

1 .
a. Vérifier que lafonction F définie sur R par F(x) = i_x"‘ + 1 est une primitive de f.

b. Déterminer d’autres primitives de la f.

2. Compléter le tableau de primitives :
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wh Equations différentielles et primitives SpéMaths
Fonction f IntervalleI | Une primitive F parmi une infinité ...
flx)=1 B | e
flx)=x R
flx)=3x-2 R
1 1 _
_f(.r)——‘—_2+; ]0,+CXJ[ ...............................................
flx)=e*+e™ " 2
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Fonction f

Intervalle I

Une primitive F parmi une infinité ...

flx)=1 R Ea)=
flo)=x R | ... E(,%\.;;.(,l,,\ O
flx)=3x-2 R (o= By N W
f(.»c):—é+:r 10; +ool ? )= _—(-%'V\('n.‘) ........
flx)=e+e* B | .. FC’)Q:-&»——Q_ ...........

2p. 297

Soit la fonction f définie surl'intervalle [0; 4] par f(x) =(3,6x +2,4)e

0.6 _1,4.

g Capacité 3 Vérifier qu'une fonction est un primitive d’'une autre fonction = capacité

1. Vérifier que la fonction que la fonction F définie par F(x) = (-6x~ 14)e %% —1,4x est une primitive

de f.

2. Déterminer la solution sur [0; 4] de I'équation différentielle y' = f qui vérifie y(0) = 10.
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& Capacité 4 Echelle des dérivées

On considére la courbe d'une fonction f deux fois dérivable sur R.
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m Equations différentielles et primitives SpéMaths

Pour chaque question, sélectionner la ou les bonne(s) réponse(s).
1. Soit ' la dérivée de f et F une primitive de f sur R.

Cp
a.ﬂ Ist positive sur (2 ; 4. FM c. Festdécroissante sur [2; 4]. %'w“\
(‘Yﬁ'esmégaﬁve sur [-4,5; —4] VJ\M d. F est décroissante sur [—3; —ll\//\g..:

a. b.
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2. Une des courbes ci-dessus représente la fonction f”. Laquelle? QL ck}
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g Capacité 7 Résoudre une équation différentielle y' = ay = capacité 5 p. 301

Soit (E) I'équation différentielle définie sur R par y' -6y = 0.

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution f de (E) vérifiant la condition initiale f(0) = 3.
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g Capacité 8 Résoudre une équation différentielle y' = ay+ b = capacité 6 p. 301

Un cycliste roule sur une route descendante rectiligne et trés longue. On note v(¢) sa vitesse a lI'instant ¢,
ol t est exprimé en secondes et v(f) en metres par seconde.

On suppose de plus que la fonction v ainsi définie est dérivable sur I'intervalle [0 ; +oc0].

Un modéle simple permet de considérer que la fonction v est solution de I'équation différentielle : —_

(E) : 10v'(8) + v(t) =30 —

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Onsuppose que, lorsque le cycliste s’élance, sa vitesse initiale est nulle, c'est-a-dire que v(0) =0. ———
En déduire I'expression de la fonction v.
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Rentrée atmosphérique d'un satellite P\c)ctx\r'u@ B NEDLSS

En raison de frottements avec
I'atmosphere résiduelle terrestre,

les satellites en orbite basse perdent
progressivement de |'altitude et

finissent par se consumer dans les
couches basses de |'atmosphére :

on appelle cet événement une « rentrée
atmosphérique ».

Le temps, exprimé en jours, avant la
rentrée atmosphérique d'un satellite d’un
certain type dépend de l'altitude /4 de son
orbite, exprimée en kilométres.

Ce temps est modélisé par une fonction ¢
de la variable A, dérivable sur [0 ; +oo[ et solution de |équation différentielle (E) : y' — 0,025y = 0.

€ Montrer que la fonction v telle que v(h) = €925 est une solution de (E).

0 Soit ¢ une solution de (E), et « la fonction définie sur [0 ; +oo[ par u(h) = e00%" ¢(h)
a. Vérifier que u'(h) = e0025k (¢'(h) — 0,025 ¢(h)).

b. Justifier que u est une fonction constante.

c. En déduire que ¢(h) = Ce%9%", ol C est une constante réelle.

9 Pour un satellite de ce type dont l'orbite est a 'altitude 800 kilométres, le temps avant
la rentrée atmosphérique est de 2 000 jours.
Calculer ¢(800), et en déduire la fonction ¢.
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B g Capacité 9 Résoudre une équation différentielle y' = ay+ [ = capacité 6 p. 301
On considere I'équation différentielle :
(E): y'+y=e"
1. Montrer que la fonction u définie sur I'ensemble des nombres réels R par u(x) = xe ™ est une
solution de I'équation différentielle (E).

2. On considére I'équation différentielle (E') : '+ y = 0. Résoudre I'équation différentielle (E').

3. Soit v une fonction définie et dérivable sur R. Montrer que la fonction v est une solution de I’équa-
tion différentielle (E) si et seulement si la fonction v - u est solution de I'équation différentielle
(E').

4. En déduire toutes les solutions de I’équation dittférentielle (E).
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g Capacité 10 Résoudre une équation différentielle avec une condition initiale

On fait absorber a un animal un médicament dosé a 1 mg de principe actif. Ce médicament libére peu
a peu le principe actif qui passe dans le sang. On appelle g(¢) la quantité de principe actif, exprimée en
mg, présente dans le sang a l'instant ¢ exprimé en heures (¢ = 0).

On constate expérimentalement que la fonction g est solution de I’équation diftérentielle

(E) yoy= e
v) . S o —Y=— Z
) 2" 2°

1. On considére I'équation différentielle

, 1
(E): _V+E_1—0

a. Déterminer le réel a pour que la fonction u définie par I'équation u(t) = ate 2’ soit solution
del’équation (E).

b. Montrer qu'une fonction v est solution de I’équation (E) si, et seulement si, la fonction
h = v - u est solution de I'équation (E').
c. Résoudre I'équation (E').

d. En déduire les solutions de I'équation (E).

2. Onsuppose qu'al'instant ¢ =0, la quantité de principe actif présente dans le sang est nulle.

Déterminer la solution de I’équation différentielle (E) qui vérifie cette condition initiale.
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o Capacité 11 Résoudre une équation différentielle avec un changement d’inconnue.
Dans cet exercice on étudie une épidémie dans une population.

Au début de I'épidémie on constate que 0,01 % de la population est contaminé.

Pour t appartenant a [0; 30], on note y(¢) le pourcentage de personnes touchées par la maladie apres ¢
jours.

On a donc y(0) =0,01.

On admet que la fonction y ainsi définie sur [0; 30] est dérivable, strictement positive et vérifie :

¥'=0,05y(10-y)

Cette équation traduit un modéle de dynamique de population développé par Pierre-Francois Verhulst
vers 1840.

1
1. On considére la fonction z définie sur I'intervalle [0; 30] par z= ;’

Démontrer que la fonction y satisfait aux conditions :

{ y(0) = 0,01
y = 0,05y(10-y)
Page 13/15 https://frederic-junier.org/
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si et seulement si la fonction z satisfait aux conditions :

{ z(0)

z

100
-0,5z+0,05

2. a. Résoudre I'équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : z' =-0,5z +0, 05.

b. Déterminer une expression de la fonction z qui est la solution de I'équation (E) vérifiant
z(0) = 100.

c. En déduire une expression de la fonction y.

d. Calculer le pourcentage de la population infectée apres 30 jours.

On donnera la valeur arrondie a I'entier le plus proche.
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