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4 Capacité 1 Calculer une espérance, une variance, un écart type
1. On considére la variable aléatoire Y dontla loi est donnée ci-dessous :

k S5 ] 1]27]10
P(Y=k)[035[05]... 0,1

a. Détailler les calculs de I'espérance E (Y) de Y, de sa variance V (Y) et de son écart-type o (Y).

b. Retrouver ces résultats avec I'éditeur de listes de la calculatrice.

2. On lance un dé a 6 faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note X le nombre
porté par la face du dessus.

Déterminer |’espérance, la variance et I'écart-type de la variable aléatoire X.

3. On lance un dé a n faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a n et on note Y le nombre
porté par la face du dessus.

Déterminer |’espérance de la variable aléatoire Y.
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2. On lance un dé a 6 faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note X le nombre

porté par la face du dessus.

Déterminer I'espérance, la variance et 1'écart-type de la variable aléatoire X.
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3. On lance un dé a n faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a n et on note Y le nombre

porté par la face du dessus.

Déterminer I'espérance de la variable aléatoire Y.
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g Capacité 2 Calculer une espérance, une variance, un écart type

Source: « Visa pour la prépa » de Guillaume Connan.

Une roulette contient 36 cases numérotées de 1 a 36 dont 18 sont rouges et 18 sont noires, plus une case
numeérotée 0 de couleur verte.
Un joueur qui mise sur la couleur rouge ou noire gagne deux fois sa mise si la couleur choisie sort.
Un joueur qui mise sur un numéro de 1 a 36 gagne 36 fois sa mise sile numéro sort.

Il est interdit de miser sur le zéro.

1. Un joueur mise a euros sur une couleur. Soit C la variable aléatoire correspondant au gain associé.
Déterminer la loi de C puis calculer E(C) et o (C).

2. Unjoueur mise a euros sur un numéro. Soit N la variable aléatoire correspondant au gain associé.

Déterminer la loi de NV puis calculer E (N) et o (N).

3. Vaut-il mieux miser sur une couleur ou sur un numeéro?
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g Capacité 3 Utiliser la notion d’espérance dans une résolution de probleme

1. Lenombre de spectateurs pour un festival de musique définit une variable aléatoire X d’espérance
12 000 et de variance 1 500. Chaque billet est vendu au tarif de 45 € et le cotit global d’organisation
du festival est de 100 000 €.

Soit B la variable aléatoire associée au bénéfice réalisé par |'organisateur du spectacle.
Déterminer E (B) et o (B).

2. On considere que pour la session 2 020 d’un concours, la note X sur 10 attribuée a un candidat pris
au hasard, aura pour espérance E (X) = 5,4 et pour écart-type o (X) =2

Le responsable du concours veut obtenir une moyenne de 5 avec un écart-type de 1,5. Ainsi, il veut
appliquer une transformation affine a X en lui associant aX + b avec a et b des réels et a > 0.
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Sommes de variables aléatoires SpéMaths

a. ExprimerE(aX + b) et o (aX + b) en fonction de a et b.

| b. En déduire le calcul de a et b.
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44 Capacité 4 Déterminer la loi d’'une somme de variables aléatoires plus simples, capa-
cité 1 p. 403 du manuel indice —

Agathe lance deux pieces de monnaie, 'une de 1 € et'autre de 2 €
X estla variable aléatoire qui vaut 1 si elle obtient Pile avec la piéce de 1 € et 0 sinon.
Y estla variable aléatoire qui vaut 2 si elle obtient Pile avec la piece de 2 € et 0 sinon. I
1. Représenter cette situation a 'aide d'un Y A | 2 | Loide X
arbre pondéré. X , x
0 A2 | %5
2. Compléter le tableau ci-contre et en dé- 1 FEEcS S
duire la loi de probabilité de X + Y. LoideY | %2 | 4 A —_
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54 Capacité 5 Calculer U'espérance et d’une variable aléatoire avec la propriété de linéa-
rité, capacité 2 p. 403 du manuel Indice

1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies surle méme univers fini.

On saitque E(X) =3 etE(Y)=

Déterminer I'espérance des variables aléatoires :

1 1
X+Y,X+Y+1,X—Y,X+X,§X+5YetaX+(l—a)Yotlaestunréel.

2. Soit S, la variable aléatoire qui représente le nombre de piles obtenus lorsqu’on lance une piece

équilibrée n fois.

a. Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle renvoie une réalisation de S, :

from random import randint

def lancer():

#renvoie 1 pour pile et O pour face (piéce équilibrée)
return randint(0, 1)

def S(n):

compteur = 0
for k in range(n):

compteur = Wb’\-'\ e -Q_NN.\/\C b

return compteur

b. Déterminer I'espérance de S,,.

A) O Unt\bbok:.!\q Auv, (\ML&%QDAQMQLWY Q)\y K‘S’Q-Qﬂhw

EXY7)-EX)+ EAN=240=%

E(X+7+ A\ \= €(xt7 VA =R

E-Y)= E(x) -E(X)= v-h=-4A

£(xxXN = ECYH eN= 2x3={

wmm t(X)—\—)\ EN\-A LS XA zxL\ L8

£(ax & Q)77 @ €M)y P . ICTLIVENFINN

m
29 — Xp 4 oo ¥ X & X 5 Cosd: AU
R=4

—\T A" N -
-LI\Q__A,,_L Q‘! (%] l‘A R
‘P‘YA:& //.. \‘/t/’)‘___
/ (5
NN\ ~ 0. N\ D s
?w\_e.a 2 da ‘Q)N\\RJ:E-)IW‘? A ’KV%



@ Capacité 6 Calculer la variance d’'une variable aléatoire en l'exprimant comme
somme de variables aléatoires indépendantes
1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers fini.

. \
On sait que V (X) =3 et V(Y) = 4. L el

Déterminer la variance des variables aléatoires :

1 1
X+Y,X+Y+1,X-Y X+X, §X+§YetaX+(1—a)Yoilaestunréel.

2. Soit S, la variable aléatoire qui représente le nombre de piles obtenus lorsqu’on lance une piéce
équilibrée n fois.

Déterminer la variance de S,,.

/

N Gl Prs oo moniadRas S Youan el

AN

o

/

\ Sreddpumdam A
N

A) X X AP TN f\m‘Mm)\&): o;Qn?olb-u’Lb L'\\}WN\NA

Vikesy— VOOV () = >

NEXA7EA = N + VA - vx) duY ) = s =F

- —-VX'\'V‘Y:V —J\l - -

Conodomadds Guie AL X 7 Acnk L@L}Q\\ QN\&&N\L.Q»/

oQus X X = nonk inddpemdian)®n

Mz V) +VE)= A v « SALALE SR W)

V(AxAY =4 4= &
3Ty

3 =

/

Ve Ha-097) - Vax) + V((x-a¥)

= EVO) L (A= VYD)

-’

uv/Cod/k(\A—oJY5 — xS & (AaYxh Tl L8«




O Mk)'\_ S Py 1 PV QM Qo)\ X% QAL Q\(—ll'l’m_‘ll

_MMM
<~ \ A d N
Q AW . \ do
~— ! ' \‘!'\/\ L- .
V (XX +. 4K = )

W V(XA =V ) 2o =N/ (Km V= P(AR) = 4 «-«\;LH

M \/ (’(!\"’Kf()_* ..‘l'Ym\‘ AE\)(N\




Jeux de cartes en double

Un joueur tire au hasard une carte dans un jeu

de 32 cartes, puis tire une seconde carte dans
un autre jeu de 32 cartes.

On note X la variable aléatoire qui, au premier
tirage, associe un gain de 2 € si la carte tirée

estun as, un gain de 1 € si la carte tirée est

une carte « habillée » (roi, dame, valet), et rien
du tout dans les autres cas.

un pique, et rien du tout dans les autres cas.

On peut noter cette variable : Z= X+ Y.

o Donner la loi de X et la loi de Y.

c. Calculer de la méme fagon P(Z=3).

événements incompatibles.

b. En déduire P(Z:g), puis la loi de Z.

o Déterminer les valeurs prises par X, par Y et par Z.

o a. Déterminer P(Z=1) en exprimant Iévénement {Z= 1} comme réunion de deux

e A A0 W LV\DKLT_K

A7 N

On note Y la variable aléatoire qui, au second tirage, associe un gain de 1 € si la carte tirée est

On appelle Z la variable aléatoire qui, a chaque double tirage, associe le gain total du joueur.

o a. Exprimer I'événement {Z= 0} en fonction des événements {X= 0} et {¥= 0}.

b. En utilisant lindépendance des deux épreuves, déterminer P(Z= 0).

6 Calculer l'espérance et la variance des variables X, Y et Z. Que constate-t-on ?
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TR L - 420 Mol Tiolig
Tombola de cles USB

Un sac contient cing clés USB dont deux clés
d’une valeur de 10 € et trois clés d'une valeur
de 30 €. A l'issue d'une épreuve sportive, le
vainqueur tire au hasard dans ce sac une clé
USB puis, sans remettre la clé dans le sac, il tire
une seconde clé.

On note X la variable aléatoire qui, au premier
tirage associe le prix de la clé obtenue, et Y la
variable aléatoire qui, au second tirage, associe le prix de la clé obtenue. On note S la variable
aléatoire qui, aux deux tirages, associe la somme des prix des clés gagnées.

o Quelles sont les valeurs prises par S ?

9 a. Déterminer la loi de X.

b. Calculer son espérance et sa variance.

9 a. Construire un arbre pondéré modélisant cette expérience aléatoire.
b. Calculer P(Y=10) a l'aide de I'arbre pondéré.

c. En déduire la loi de probabilité de Y.

d. Calculer l'espérance et la variance de Y.

o a. Calculer P(S = 20), puis P(S= 60).
b. Déterminer la loi de probabilité de S.
c. Calculer l'espérance et la variance de S. Que constate-t-on ?
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g Capacité 7 Simuler un échantillon d’une loi de probabilité

sont numérotées 1 et une est numérotée 2.

1. Déterminer la loi de probabilité de Y, son espérance et sa variance.

On dispose d'une urne qui contient des boules indiscernables au toucher : trois sont numérotées 0, deux

Y estla variable aléatoire qui donne le numéro d'une boule tirée dans cette urne.
Les codes Python de cette capacité sont disponibles dans cette activité Capytale.

2. Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle simule une réalisation de Y :

from random import randint

def Y(O):
alea = randint(1, 6)

if alea <= 3:
return ....™7. ...

elif alea <= 5:
return .....4]. ...

else:
return ....;2rr.

3. Soit n un entier naturel non nul, compléter la fonction Python ci-dessous pour qu'elle renvoie un

échantillon de taille n de la loi suivie par la variable aléatoire Y :

def echantillon Y(n):

return [.. A4S ) ......... for k in range(n)]




4. Compléterla fonction Python ci-dessous pour qu’elle simule une réalisation de la variable aléatoire

Yi+...+Y,
moyenne M, = AT TR Gy (Y1,X>,...,Y,) est un échantillon de taille n de la loi suivie par la

variable aléatoire Y :

def moyenne_Y(n):

echantillon = echantillon Y(n)
somme = 0O
Page8/15 https://frederic-junier.org/
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for resultat in echantillon:

somme = somme + LQA&QA‘OJ\T
return . . ANYININTND. /\.{\




5. On aréalisé un graphique semi-logarithmique de valeurs de la variable aléatoire moyenne M,, pour
des tailles n d’échantillon croissantes.

Comment sont repérées les tailles en abscisse ? -'fW\ Qn_uJ\

Quelle conjecture peut-on faire sur les valeurs de M, lorsque n est grand? Cere N)J\k Con ‘\&

def graphique_moyenne_Y_semilog(liste_taille):
liste_moyenne = [moyenne_Y(n) for n in llste tallle] /\Q.
plt.semilogx(liste_taille,liste_moyenne,ls= ’ ,marker=’o’
plt.xlabel(r"Taille $n$ d’échantillon") &9
plt.ylabel (’Moyenne’) - My
plt.title(r’Valeurs de $\frac{X_{1}+ \ldots +X_{n}}n}$’) |4
plt.savefig(’graphique_moyennes.png’) 9
plt.show() — N
S
graphique_moyenne_Y_semilog([100, 500, 1000, 2000, 5000, 10000, S NS 1>
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def variance(echantillon):

somme_carre = 0
somme = 0

"""Calcule la variance d’un échantillon (formule de Konig)"""

for resultat in echantillon:

somme_carre = somme_carre + resultat ** 2

somme = somme + resultat
return somme_carre/len(echantillon) - (somme/len(echantillon))
% D

def variance_echantillon_moyenne_Y(n, m):
return variance([moyenne_Y(n) for k in range(m)])

def graphique_variance_moyenne_Y(liste_taille):
liste_variance =

[ variance_echantillon_moyenne_Y(n, 10000) for
n in liste_taille]

plt.plot(liste_taille, liste_variance, ls=’--’, marker=’o’)
plt.show()

graphique_variance_moyenne_Y([2 ** k for k in range(0, 5)])
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g Capacité 8 Représenter une variable comme somme de variables aléatoires plus
simples, capacité 3 p. 405 du manuel Indice

Source: « Visa pour la prépa » de Guillaume Connan.

On considére 6 dés a six faces numérotées de 1 a 6, cinq étant équilibrés. Le dernier est pipé de sorte que
la probabilité de chaque face est proportionnelle a sa valeur.

1. Déterminer la loi, I'espérance etla variance de la variable aléatoire donnantle résultat du dé truqué
lorsqu’on le lance.

2. On réalise n tirages successifs et indépendants d'un dé parmi six.

a. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire donnant le nombre fois o1 on a tiré le dé tru-
qué?

b. Combien de tirages doit-on effectuer pour que la probabilité d’avoir obtenu le dé truqué
parmi ceux tirés soit supérieure ou égale a 0,57
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g Capacité 9 Utiliser la somme et la moyenne d’'un échantillon de taille n, capacité 4 p.

405 du manuel Indice
Chaque jour, Erno résout une fois le Rubik’s Cube. X est I'écart, en secondes, entre le temps qu'il réalise

et son meilleur temps. Voici la loi de probabilité de X :

k 0 1 2 10 | 20

P(X=k)|[05]025[0,1]0,1]0,05

1. Déterminer I'espérance et I'écart-type de I'écart quotidien moyen sur une dizaine de jours.

2. Reprendre les calculs précédents mais sur 20 puis trente puis cinquante jours. Que peut-on remar-
quer?
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